
第 1章

問題 1.1 差集合 ([−2, 2] × [−2, 2]) \ ([−1, 1] × [−1, 1]) を互いに交わらない有限

個の区間の直積の和集合として表せ。ただし，互いに交わらないとは，互いの交叉が

空であることを意味する。

問題 1.2 n, m ≥ 1 を正の整数とし，集合 X, Y を X = {1, 2, . . . , n}，Y =

{1, 2, . . . ,m}と定める。以下の問に答えよ。

(1) X から Y への写像の個数を求めよ。

(2) X から Y への単射の個数を求めよ。

(3) X から Y への全単射の個数を求めよ。

問題 1.3 写像 f : [−2, 2] −→ [−1, 1]を

f(x) =


−x− 2 (−2 ≤ x < −1)

x (−1 ≤ x ≤ 1)

−x+ 2 (1 < x ≤ 2)

によって定める。条件 −2 ≤ a ≤ b ≤ 2を満たす a, b ∈ Rについて，写像 f の区間

[a, b ]への制限 f |[a,b ] を考える。

(1) f |[a,b ] が全射であるための必要十分条件を答えよ。

(2) f |[a,b ] が単射であるための必要十分条件を答えよ。

研究 1-1 以下の問に答えよ。

(1) 集合 Z>0 から Z≥0 への全単射を構成せよ。

(2) 集合R>0 からR≥0 への全単射を構成せよ。

研究 1-2 A, B および C を集合 X の部分集合とする。対称差と呼ばれる集合を

A△B = (A \B) ∪ (B \A)によって定義する。このとき関係式

(A△B)△C = A△(B△C)

が成り立つことを示せ。

研究 1-3 整数 n,m が 1 ≤ m ≤ n を満たすとき，集合 X = {1, 2, . . . , n} から集
合 Y = {1, 2, . . . ,m} への全射の個数は

m∑
k=1

(−1)m−k m!

(m− k)!k!
kn に等しいことを

示せ。
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第 2章

問題 2.1 実数 s, tに関する不等式であって，次の各条件が成立するための必要十分

条件となるものをそれぞれ答えよ。

(a) 任意の x < sに対して，ある y < tが存在して x < y となる。

(b) ある y < tが存在して，任意の x < sに対して x < y となる。

問題 2.2 半開区間 (0, 1] = {x ∈ R | 0 < x ≤ 1}について以下の問に答えよ。

(1) 実数 1は半開区間 (0, 1]の最大元であることを示せ。

(2) 半開区間 (0, 1]は最小元を持たないことを示せ。

(3) 実数 0は半開区間 (0, 1]の下界であることを示せ。

(4) 実数 0は半開区間 (0, 1]の下限であることを示せ。

問題 2.3 数列 a1, a2, . . .および集合 Aについて，以下の条件は互いに同値であるこ

とを示せ。

(a) ある N ∈ Nが存在して，n ∈ Nかつ n ≥ N ならば an ∈ Aである。

(b) ある N ∈ Nが存在して，n ∈ Nかつ n > N ならば an ∈ Aである。

問題 2.4 高校で学んだ知識を用いて，関数 f(x) = 3 tanhx+
4

coshx
の値域の上限

と下限を求めよ。ただし，coshx =
ex + e−x

2
, sinhx =

ex − e−x

2
, tanhx =

sinhx

coshx
である。

問題 2.5 (1) sup

{
1− 1

n

∣∣∣∣ n ∈ Z, n > 0

}
= 1を示せ。

(2) 集合 E =
{√

n−
√
n+ 1

∣∣ n ∈ Z, n > 0
}
の上限 sup E を求めよ。

研究 2-1 実数の連続性から
√
2の存在を導くため，集合 E =

{
x ∈ R

∣∣ x2 < 2
}
を

考える。このとき，集合 E は上限 α = sup E を持ち，それは α2 = 2を満たすこと

を示せ。このことから，実数
√
2が集合 E の上限として存在することになる。

研究 2-2 整数全体の集合 Zの下に有界な空でない部分集合 Aは最小元minAを持

つことを示せ。ただし，実数の連続性は用いずに，整数の性質のみを用いて示すこと。
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第 3章

問題 3.1 lim
x→0+0

√
x = 0 であることを右極限値の定義に従って証明せよ。

問題 3.2 関数 sin(1/x)が極限値 lim
x→0

f(x)を持たないことを極限値の定義に従って

証明せよ。

問題 3.3 開区間 (a,∞) で定義された関数 f(x), g(x) が右極限値 lim
x→a+0

f(x),

lim
x→a+0

g(x) を持ち，また a < x ならば f(x) ≤ g(x) であると仮定する。このと

き lim
x→a+0

f(x) ≤ lim
x→a+0

g(x)であることを右極限値の定義に従って証明せよ。

問題 3.4 極限値の和
∞∑

n=0

lim
x→0

x2

(1 + x2)n
および和の極限値 lim

x→0

∞∑
n=0

x2

(1 + x2)n
を計

算せよ。

問題 3.5 中間値の定理を用いて，閉区間 [0, 1] 上で定義された実数値連続関数

f : [0, 1] −→ R の像が開区間 (0, 1) に含まれるならば，f(x0) = x0 を満たす点

x0 ∈ (0, 1)が存在することを示せ。

研究 3-1 各実数 aに対して，極限値 lim
x→0

2ax

1 + a2x2
を求めよ。また，上限の極限値

lim
x→0

(
sup
a∈R

2ax

1 + a2x2

)
を求めよ。

研究 3-2 中間値の定理と最大値の定理を用いて，有界閉区間 [a, b ]上で定義された

連続関数 f : [a, b ] → R の像 f([a, b ]) = {y ∈ R | ∃x ∈ [a, b ] y = f(x)} は有界閉
区間であることを示せ。ただし，実数 a, bは a < bを満たすとする。

研究 3-3 実数を係数とする xの 5次方程式

x5 + a1x
4 + a2x

3 + a3x
2 + a4x+ a5 = 0

について，以下の問に答えよ。

(1) ある正数M が存在して，|x| ≥M ならば
∣∣∣ 5∑
k=1

akx
−k

∣∣∣ < 1となることを示せ。

(2) 中間値の定理を用いて，方程式 (∗)が実数解を少なくとも一つ持つことを示せ。
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第 4章

問題 4.1 次の関数 y = f(x)に対して，下の問に答えよ。

f(x) =

{
x+ x2 sin

π

2x
(x ̸= 0)

0 (x = 0)

(1) 原点 0での微分係数 f ′(0)を計算し，f ′(0) > 0であることを確かめよ。

(2) 関数 f(x)は原点 0で C1 級でないことを示せ。

(3) 正整数 nに対して，an = 1/(4n−1), bn = 1/(4n+1)とおくとき，f(bn)−f(an)
を計算せよ。

(4) 正数 δ であって，区間 (−δ, δ) で関数 f(x) が単調非減少となるようなものは存

在しないことを示せ。

問題 4.2 高等学校で学習した lim
x→0

sinx

x
= 1, lim

x→0
cosx = 1は既知として，次の問

に答えよ。ただし，ここでは関数 sinx, cosxが直線R全体で連続であることは未知

であるとする。

(1) lim
x→0

cosx− 1

x
= 0を示せ。 (2)

d

dx
sinx = cosxを示せ。

(3) (2) を用いて関数 sinxが直線R全体で連続であることを示せ。

問題 4.3 f(x)を多項式とする。任意の点 aについて関係式

(∗) f(x) =

deg f∑
n=0

1

n!
f (n)(a)(x− a)n

が成り立つことを示せ。

問題 4.4 実数の定数 a, b, p, q ∈ Rに対して，有理式
px+ q

x2 + ax+ b
の原始関数を求め

たい。分母は x2 + ax+ b =
(
x+

a

2

)2

− 1

4
(a2 − 4b)となるから，a2 − 4bの符号で

状況が異なると予想される。以下の 3 種類の典型例について，それぞれ不定積分を計

算せよ。

(1)

∫
x− 4

x2 − 5x+ 6
dx（a2 − 4b > 0となる例）

(2)

∫
x+ 1

x2 − 2x+ 1
dx（a2 − 4b = 0となる例）

(3)

∫
x

x2 + 2x+ 5
dx（a2 − 4b < 0となる例）

研究 4-1 直線R上の関数 y = f(x)は a以外の点 xで微分可能で，極限値 lim
x→a

f ′(x)

が存在するものとする。このとき，平均値の定理を利用して，関数 y = f(x)は x = a

でも微分可能で，f ′(a) = lim
x→0

f ′(x)が成立することを示せ。
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研究 4-2 非負整数 nに対して，nが偶数のとき，n!! = n(n− 2)(n− 4) · · · 4 · 2と
表し，n が奇数であるとき，n!! = n(n − 2)(n − 4) · · · 3 · 1 と表す。記法 n! および

n!!を利用して，二項係数

(
−1/2

k

)
の値を表せ。ただし，k は非負整数とする。

研究 4-3 f(x) = tanxとおくとき，以下の問に答えよ。

(1) 関係式 f ′′(x) = 2f(x)f ′(x)を示せ。

(2) nが非負の偶数のとき f (n)(0) = 0であることを示せ。

(3) nが正の奇数のとき f (n)(0)が正の整数であることを示せ。

(4) 正の有理数 Bm =
2m

22m(22m − 1)
f (2m−1)(0) をベルヌイ数という。B1, B2, B3

の具体的な値を求めよ。

なお，文献によって Bm を B2m と書いたり，符号が違ったりするので注意すること。

研究 4-4 (1) 整数 n ≥ 1について fn(x) = xn+1e−x とおく。ある定数 Cn > 0が

存在して，任意の x ≥ 0について |fn(x)| ≤ Cn となることを示せ。

(2) 任意の整数 n ≥ 1について lim
x→0+0

x−ne−1/x = 0となることを示せ。

(3) 任意の整数 n ≥ 1 について
dn

dxn
(e−1/x) = e−1/xx−2nPn(x) とおくとき Pn(x)

は xの n− 1次以下の多項式であることを示せ。

(4) R上の関数 ψ(x)を

ψ(x) =

{
e−1/x (x > 0)

0 (x ≤ 0)

と定めるとき，ψ(x)はR全体の上で C∞ 級であることを示せ。

(5) R上の広義単調増加な C∞ 関数 χ(x)で

χ(x) =

{
1 （x ≥ 1）

0 （x ≤ 0）

を満たすものが存在することを示せ。
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第 5章

問題 5.1 次の関係式を示せ。

(1)
x

tanhx
=

2x

e2x − 1
+ x (2)

1

sinh 2x
=

1

tanhx
− 1

tanh 2x

(3) tanhx =
2

tanh 2x
− 1

tanhx

問題 5.2 次を証明せよ。

(1) arctan(1/3) + arctan(1/7) = arctan(1/2)

(2) 4 arctan(1/5)− arctan(1/239) = π/4 （マチンの公式）

問題 5.3 実数 tに対して，関係式 arcsin(tanh t) = arctan(sinh t)を示せ。

研究 5-1 曲線 C は円 x2 + y2 = 1または双曲線 x2 − y2 = 1であるとする。第一

象限の点 (a, b)は曲線 C 上にあるとし，以下の三つで囲まれる領域の面積の 2倍を t

とおく。

(a) (0, 0)と (a, b)を結ぶ線分

(b) (0, 0)と (1, 0)を結ぶ線分

(c) 曲線 C の (1, 0)から (a, b)までの部分

高等学校で学んだ微分法と積分法を用いて，以下の問に答えよ。

(1) 曲線 C が円であるとき，a = cos t, b = sin tを示せ。

(2) 曲線 C が双曲線であるとき，a = cosh t, b = sinh tを示せ。
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第 6章

問題 6.1 次の関数 a(x), b(x)に対して，微分方程式 y′ = a(x)y + b(x)を解きたい。

そのため，斉次方程式 y′ = a(x)y の解 y = g(x)であって g(0) = 1となるものを選

び，方程式 y′ = a(x)y + b(x)の任意の解 y = f(x)に対して導関数
d

dx

f(x)

g(x)
を計算

し，その結果を利用して，方程式 y′ = a(x)y + b(x)の直線R全体で定義された解を

すべて求めよ。

(1) a(x) = x, b(x) = 1− x2 (2) a(x) = sinx, b(x) = sin3 x

(3) a(x) =
2x

x2 + 1
, b(x) =

√
1 + x2 (4) a(x) =

ex

ex + 1
, b(x) = 2ex/2

なお，この問題の斉次方程式 y′ = a(x)y はいずれも確認 9Eで扱った方程式である。

問題 6.2 微分方程式 y′′ − (a + b)y′ + aby = 0の解 y = f(x)について以下の問に

答えよ。ただし a, bは相異なる実数である。

(1) y = f ′(x)− bf(x)は微分方程式 y′ = ay の解であることを示せ。

(2) y = f(x) − Ceax が微分方程式 y′ = by の解となるような定数 C が存在するこ

とを示せ。

(3) 微分方程式 y′′ − (a+ b)y′ + aby = 0の解をすべて求めよ。

問題 6.3 a > 0 とする。空でない開区間 I で定義された微分方程式 y′′ = −a2y の
任意の解 y = f(x)は，ある実数の定数 λ, µによって f(x) = λ cos ax + µ sin axと

表されることを示せ。

問題 6.4 以下の問に答えよ。

(1) 導関数
d
dx

arsinhxを計算せよ。

(2) 微分方程式 y′ = cos y の直線 R全体で定義された解 y = f(x)で f(0) = 0を満

たすものに対して，tan y = sinhxとなることを示せ。

問題 6.5 実数の組 (a, b) ∈ R2 が与えられたとし，微分方程式 y′ = 3y2/3 の直線R

全体で定義された解 y = f(x)であって，f(−2) = a3 および f(2) = b3 を満たすも

のを考える。組 (a, b)として以下のものを取るとき，そのような解は存在するか？

(1) (−2, 2) (2) (−1, 1) (3) (1,−1) (4) (1, 4)
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研究 6-1 区間 (0,∞) で定義された微分可能な関数 y = f(x) に関して，次の条件

(a) を考える。

(a) 各 t > 0について，y = f(x)のグラフの点 Pt(t, f(t))における法線を lt とし，

点 F(0, 1)を lt に関して対称移動して得られる点を Gt とする。このとき，ベク

トル
−−−→
PtGt は，ある 0以上の数 u(t)によって

−−−→
PtGt = (0, u(t))と表される。

以下の問に答えよ。

(1) 条件 (a)のもとで u(t)を tと f(t)によって表せ。

(2) 条件 (a)のもとで関数 y = f(x)を満たす微分方程式を，
dy

dx
を xと y によって

表す形で求めよ。

(3) 問 (2)で求めた微分方程式を z = (f(x)− 1)/xの微分方程式に書き換えよ。

(4) 問 (3) で得られた微分方程式を解くことによって，条件 (a) を満たす関数

y = f(x)をすべて求めよ。

研究 6-2 微分方程式 x3y′ = y2 の直線 R 全体で定義された単調非減少な解 y =

f(x)で lim
x→+∞

f(x) = 1 となるものを求めよ．
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第 7章

問題 7.1 以下の問に答えよ。

(1) a ̸= bとする。多項式 f(x)を (x − a)(x − b)で商をとった剰余を f(a)と f(b)

を用いて表せ。

(2) 多項式 f(x)を (x− a)2 で商をとった剰余を f(a)と f ′(a)を用いて表せ。

問題 7.2 整数 x, y を用いて x+ iy と表されるような複素数をガウスの整数とよぶ。

複素数 z1 と z2 がガウスの整数であって z2 ̸= 0 であるとき，z1 = z3z2 + z4 かつ

|z4 | ≨ |z2 |となるようなガウスの整数 z3, z4 が存在することを示せ。

問題 7.3 R 上の複素数値関数 z(t) = x(t) + iy(t), w(t) = u(t) + iv(t) を考える。

ただし x(t), y(t), u(t), v(t) は実数値関数である。関数 z(t) の導関数を z′(t) =

(z(t))′ = x′(t) + iy′(t)と定義する。ただし，x′(t), y′(t)は高等学校で学んだ実数値

関数の導関数を表す。

(1) 関係式 (z(t)w(t))′ = z′(t)w(t) + z(t)w′(t) が成り立つことを示せ。

(2) z(t) ̸= 0のとき，関係式

(
1

z(t)

)′

= − z′(t)

z(t)2
が成り立つことを示せ。

問題 7.4 次の多項式 f(x)が重根を持つような定数 aの値を求め，そのときの解の

重複度を答えよ。

(1) f(x) = x4 − 4x3 − 8x2 + a (2) f(x) = x4 + 4x3 + 4x2 + a

研究 7-1 以下の問に答えよ。

(1) 多項式からなる集合 Aは次の条件をすべて満たすとする。

i) 0 ∈ Aである。

ii) Q1(x), Q2(x) ∈ Aならば Q1(x)−Q2(x) ∈ Aとなる。

iii) Q(x) ∈ Aならば，任意の多項式 P (x)について P (x)Q(x) ∈ Aとなる。

集合 Aは 0以外の元を持つとし，そのような Aの元のうち，次数が最小のものを一

つ選び，これを Q0(x)とする。このとき，

A = {P (x)Q0(x) | P (x)は多項式}

が成立することを示せ。

(2) 多項式 f1(x), . . . , fn(x)は複素数の範囲で共通根を持たないとする。このとき，

ある多項式 g1(x), . . . , gn(x) が存在して
n∑

k=1

gk(x)fk(x) = 1 となることを示せ。た

だし n ≥ 2とする。
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第 8章

問題 8.1 (1) 行列

[
a b

c d

]
が a ̸= 0を満たすならば，

[
a b

c d

]
=

[
p 0

q r

][
1 s

0 1

]
を満た

す p, q, r, sがただ一つ存在することを示せ。

(2) 行列

[
a b

c d

]
が ad− bc ̸= 0を満たすならば，

[
a b

c d

]
=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
p q

0 r

]
を

満たす θ ∈ [0, 2π), p, q, r ∈ R, p > 0, がただ一つ存在することを示せ。

問題 8.2 ベクトル

[
cos θ

sin θ

]
を方向ベクトルとする平面 R2 上の原点を通る直線を L

とする。このとき，平面上の点 Pに対して，その Lへの正射影 Qを対応させる変換

F は一次変換である。一次変換 F を表す行列を求めよ。

研究 8-1 複素数からなる行列を考え，次のようにおく。

E =

[
1 0

0 1

]
, A =

[
i 0

0 −i

]
, B =

[
0 1

−1 0

]
, C =

[
0 i

i 0

]

また，H =

{[
z −w
w z

]∣∣∣∣ z, w ∈ C

}
とおくとき，以下の問に答えよ。ただし，複素

数からなる行列の積は，実数からなる行列の積と同様に定めるものとし，行列の積に

ついて結合則が成り立つことは既知として良い。

(1) A2 = B2 = C2 = −E および AB = C を示せ。

(2) (1) を利用して AB = −BA = C, BC = −CB = A, CA = −AC = B を示せ。

(3) 集合Hの任意の元は pE + qA+ rB + sC, p, q, r, s ∈ Rの形に表されることを

示せ。

(4) Hの Oでない元X =

[
z −w
w z

]
について，Y =

1

|z |2 + |w|2

[
z w

−w z

]
∈ Hとお

くと，XY = Y X = E が成り立つことを示せ。
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第 9章

問題 9.1 α, β, γ > 0とする。パラメータ表示 x = αt, y = βt, z = γtによって与

えられた直線 Lと平面 2x+ 2y + z = 1のなす角度 θを α, β, γ によって表せ。

問題 9.2 (α, β, γ) ̸= (0, 0, 0)とする。

(1) 平面 αx+ βy + γz + δ = 0が直線 x+ y − 1 = z = 0を含むための必要十分条

件を求めよ。

(2) 平面 αx + βy + γz = 1 が平面 x + y + z = 0 と交わるための必要十分条件を

求め，交わるときに二つの平面の交叉として現れる直線の方向ベクトルを一つ求

めよ。

問題 9.3 空間R3 の点 P(a, b, c)から方程式 αx+ βy+ γz + δ = 0の定める平面H

に下した垂線の足を Fとし，v = (α, β, γ)T，a =
−→
OP，x =

−→
OFとおく。以下の問

に答えよ。ただし v ̸= 0である。

(1) ベクトル x をベクトル v , a とスカラー δ を用いて表せ。

(2) 点 Pと平面 H の距離 dをベクトル v , a とスカラー δ を用いて表せ。

問題 9.4 空間Rnの点 P,Q,Rが ∥P−Q∥ > 2∥P−R∥を満たすならば，∥P−R∥ <
∥Q− R∥が成立することを三角不等式を用いて示せ。

問題 9.5 空間Rn のベクトル a = (a1, . . . , an)
T, b = (b1, . . . , bn)

T に対して，

(a · a)(b · b)− (a · b)2 =
∑

1≤i<j≤n

(aibj − ajbi)
2

が成立することを示せ。

研究 9-1 a , b , c ∈ R3 とし，x = (x, y, z)T と表す。

(1) a × b ̸= 0のとき，(a × b) · (x − c) = 0は ，点 c を通り a と b の張る平面

の方程式である。

(2) a × b = 0であることと，3 点 0, a , b が同一直線上にあることとは同値であ

ることを示せ。

(3) 3 点 a , b , c が同一直線上にないための必要十分条件を外積を用いて表せ。

(4) 3 点 a , b , c が同一直線上にないとき，3点 a , b , c を通る平面の方程式を外積

を用いて表せ。
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研究 9-2 空間 R3 のベクトル v , w ̸= 0 および点 A, B, C が与えられたとし，

a =
−→
OA, b =

−→
OB，c =

−→
OCとおく。パラメータ tによって b + tv と表される直

線を Lとし，c + tw と表される直線をM とする。

(1) 直線 Lと点 Aの距離を a , b , v で表せ。

(2) v × w ̸= 0のとき，直線 Lと直線M の距離を v , w , b , c で表せ。
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第 10章

問題 10.1 空間 R3 の座標を (x, y, z) とするとき，関係式 x2 + y2 + z2 + 3 =

4
√
x2 + y2 の表す図形の概形を調べよ。

問題 10.2 二次関数 f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 を考える。ただし a, b, c は定数

である。関数 f(x, y) は，ac − b2 > 0 かつ a + c > 0 ならば原点で極小値を取り，

ac− b2 > 0かつ a+ c < 0ならば原点で極大値を取る。また ac− b2 < 0ならば原点

で極値を取らない。このことを極座標変換 x = r cos θ, y = r sin θを利用して示せ。

問題 10.3 (x, y) ̸= (0, 0) について f(x, y) =
xy2

x2 + y4
と定める。a, b ∈ R を

(a, b) ̸= (0, 0)を満たす定数とする。このとき，次の極限値を計算せよ。

(1) lim
t→0

f(at, bt) (2) lim
t→0

f(at2, bt)

研究 10-1 (1) 平方完成を利用して，任意の実数 x, y, z に対して x2 + y2 + z2 +

xy + yz + zx ≥ 0が成立することを示せ。また，x2 + y2 + z2 + xy + yz + zx = 0

を満たす実数 x, y, z は x = y = z = 0に限るかどうか調べよ。

(2) 平方完成を利用して，任意の実数 x, y, zに対して x2+y2+z2−xy−yz−zx ≥ 0

が成立することを示せ。また，x2 + y2 + z2 − xy− yz− zx = 0を満たす実数 x, y, z

は x = y = z = 0に限るかどうか調べよ。

C⃝2019 Department of Mathematics, The University of Tokyo and Atsushi MATSUO



第 11章

問題 11.1 二変数多項式 f(x, y) =
∑
i,j

ai,jx
iyj を考える。ここで，和は有限個の非

負整数 i, j をわたり，係数 ai,j は定数である。このような多項式 f(x, y)が関係式

x
∂

∂x
f(x, y) + y

∂

∂y
f(x, y) = nf(x, y)

を満たすとき，f(x, y) =
n∑

i=0

ai,n−ix
iyn−i となることを示せ。ただし f(x, y) ̸= 0と

する。

問題 11.2 次の関数 f(x, y)の停留点をすべて求めよ。

(1) 2x2 + 2y2 − x4 − x2y2 − y4 (2) xy(x2 + y2 − 1) (3) x5 − 5xy + y5

問題 11.3 平面R2 全体で定義された関数 f(x, y) = sinx+ sin y + sin(x+ y)につ

いて，以下の問に答えよ。

(1) 関数 f(x, y)の停留点をすべて求めよ。

(2) 関数 f(x, y) が最大値および最小値を持つことは既知として，それらの値を求

めよ。

問題 11.4 次の関数 f(x, y)について，二階偏導関数 fxy(x, y) =
∂

∂y

(
∂

∂x
f(x, y)

)
および fyx(x, y) =

∂

∂x

(
∂

∂y
f(x, y)

)
を計算し，それらが一致することを確かめよ。

ただし (2)において，記号
∑
i,j

は，ある有限個の整数の組 (i, j)にわたる和を取るこ

とを表すものとし，係数 ai,j は x, y によらない定数である。

(1) x3y5 (2)
∑
i,j

ai,jx
iyj (3) e2x+3y (4) exy (5) arctan(y/x)

問題 11.5 平面R2 全体で定義された関数 f(x, y) = 2x4 − 6x3y + 2x2y2 + y4 につ

いて以下の問に答えよ。

(1) 関数 f(x, y)の停留点をすべて求めよ。

(2) 各 y について，関数 f(x, y)は xの関数として x = 0で極小となり，そのときの

値 f(0, y)は y の関数として y = 0で最小かつ極小となることを示せ。

(3) 関数 f(x, y)は原点 (0, 0)で極小とならないことを示せ。
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研究 11-1 平面R2 全体で定義された二つの二変数関数 h(x, y)と g(x, y)が関係式

(∗)
∂g

∂y
(x, y) =

∂h

∂x
(x, y)

を満たすならば，平面R2 全体で定義された二変数関数 f(x, y)であって

(∗∗)


∂f

∂x
(x, y) = g(x, y)

∂f

∂y
(x, y) = h(x, y)

を満たすものが存在することを示せ。

研究 11-2 平面R2全体で定義された関数 f(x, y) = x4(1−y2)3+2x2(1−y2)2+y2

について以下の問に答えよ。

(1) 関数 f(x, y)の停留点をすべて求めよ。

(2) 関数 f(x, y)は原点で極小となることを示せ。

(3) 関数 f(x, y)は最小値を持たないことを示せ。
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第 12章

問題 12.1 この問題では，複素数 z = x + iy, x, y ∈ Rについて v(z) = [x, y]T お

よび A(z) =

[
x −y
y x

]
と表すことにする。たとえば A(1) =

[
1 0

0 1

]
= E である。

(1) λ, µ ∈ R, z, w ∈ Cについて，v(λz + µw) = λv(z) + µv(w)および A(λz +

µw) = λA(z) + µA(w)が成り立つことを確かめよ。

(2) z, w ∈ Cについて，A(z)v(w) = v(zw)および A(z)A(w) = A(zw)が成り立

つことを確かめよ。

(3) 問 (2)より複素数 z = x+ iy ̸= 0について A(z)A(z−1) = A(z−1)A(z) = E が

成立することが分かるが，実際に行列 A(z−1)を x, y によって具体的に表示し，

A(z)A(z−1) = A(z−1)A(z) = E が成立することを直接計算で確かめよ。

問題 12.2 n次正方行列 A = (ai,j)の跡を tr A =
n∑

i=1

ai,i = a1,1 + · · · + an,n と定

める。m× n行列 B および n×m行列 C に対して tr (BC) = tr (CB)を示せ。

問題 12.3 n ≥ 1とし，スカラー λ1, λ2, . . . , λn を対角成分に持つ n次対角行列を

diag(λ1, λ2, . . . , λn) =


λ1

λ2
. . .

λn


と表す。二つの n次正方行列 A,B が AB = BAを満たすとき，Aと B は可換であ

ると言う。

(1) スカラー λ1, λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µn について

diag(λ1, λ2, . . . , λn) diag(µ1, µ2, . . . , µn) = diag(λ1µ1, λ2µ2, . . . , λnµn)

が成り立つことを示せ。特に対角行列同士は可換である。

(2) λ1, λ2, . . . , λn が，どの二つも異なるとき，行列 D = diag(λ1, λ2, . . . , λn)と可

換な行列は対角行列に限ることを示せ。

問題 12.4 正方行列 A が巾零であるとは，正の整数 n が存在して An = O となる

ことを言う。このとき e(A) =
n∑

k=0

1

k!
Ak とおく。同じサイズの巾零行列 A,B に対し

て，以下の問に答えよ。

(1) AB = BAならば A+B も巾零であることを示せ。

(2) AB ̸= BA のときは A + B が巾零になるとは限らない。2 次正方行列 A,B で

A+B が巾零でないものの例を挙げよ。

(3) 問 (1)の状況で e(A+B) = e(A)e(B)を示せ。
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研究 12-1 n次正方行列について以下の問に答えよ。ただし n ≥ 1である。

(1) 条件 1 ≤ a, b ≤ nを満たす自然数 a, bに対して，行列単位と呼ばれる n次正方

行列を Ea,b = (δi,aδj,b)1≤i,j≤n と定める。すなわち，行列単位 Ea,b は第 (a, b)成分

が 1でその他の成分がすべて 0であるような行列である。このとき次を示せ。

Ea,bEc,d = δb,cEa,d, 1 ≤ a, b, c, d ≤ n

(2) スカラー λ に対して Xλ
a,b = E + λEa,b とおく。a ̸= b ならば，スカラー λ, µ

に対して Xλ
a,bX

µ
a,b = Xλ+µ

a,b となることを示せ。また，a ̸= b, c ̸= d, a ̸= d ならば

Xλ
a,bX

µ
c,dX

−λ
a,bX

−µ
c,d = δb,cX

λµ
a,d となることを示せ。

(3) 任意の n次正方行列 X に対して CX = XC となる n次正方行列 C はスカラー

行列であることを示せ。
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第 13章

問題 13.1 m × n 行列の定める線型写像 A : Rn −→ Rm が単射であるためには，

Av = 0m となる v が 0n に限ることが必要十分であることを示せ。ただし，0m,0n

は，それぞれRm,Rn の零ベクトルである。

問題 13.2 2次正方行列 Aについて，以下の問に答えよ。

(1)（ケイリー・ハミルトンの公式）次の関係式を確かめよ。

A2 − (trA)A+ (detA)E = 0

(2) detA = 1かつ | trA| ∈ {0, 1}ならば A12 = E となることを示せ。

問題 13.3 第 (i, j)成分が微分可能な関数 ai,j(t)であるような行列を A(t)などと表

し，その成分の導関数を成分とする行列を
d

dt
A(t)あるいは A′(t)と表す。

d

dt
A(t) = A′(t) =

(
a′i,j(t)

)
以下の問に答えよ。

(1) 微分可能な関数を成分とするm× n行列 A(t)および n× p行列 B(t)に対して，

次が成り立つことを確かめよ。

(A(t)B(t))′ = A′(t)B(t) +A(t)B′(t)

(2) λおよび µを実数の定数とする。次を確かめよ。

d

dt

[
cosλt − sinλt

sinλt cosλt

]
=

[
λ 0

0 λ

][
0 −1

1 0

][
cosλt − sinλt

sinλt cosλt

]
d

dt

[
eλt 0

0 eµt

]
=

[
λ 0

0 µ

][
eλt 0

0 eµt

]
(3) x(t)を R3 のベクトルに値を取る実数 tの関数で成分は微分可能なものとする。

このとき，∥x(t)∥が定数ならば x(t)と x′(t)は直交することを示せ。

問題 13.4 次のような空間R3 の一次変換を表す行列を求めよ。

(1) 直線 x = y = z を軸とする 180◦ 回転

(2) 平面 x+ y + z = 0への正射影

(3) 平面 x+ y + z = 0に関する鏡映
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問題 13.5 空間 Rn のベクトル a = (a1, . . . , an)
T と b = (b1, . . . , bn)

T が平行で

あるためには， ∣∣∣∣ ai aj
bi bj

∣∣∣∣ = 0, (1 ≤ i < j ≤ n)

となることが必要十分であることを示せ。

研究 13-1 長さ 1のベクトル u ∈ R3 が与えられたとし，原点を通り uを方向ベク

トルとする直線 Lおよび原点を通り uを法線ベクトルとする平面H を考える。ベク

トル v ∈ R3 に対して，以下の問に答えよ。ただし，(1)(2)(3) では vは直線 Lに属

さないとする。

(1) 平面 H に vを正射影して得られるベクトル v1 を uと vを用いて表せ。

(2) ベクトル積 v2 = u× vは平面 H に属し，∥v1∥ = ∥v2∥を満たすことを示せ。

(3) 平面 H 上で v1 を角 θ 回転させて得られるベクトルを v1, v2 および sin θ, cos θ

を用いて表せ。ただし，回転の向きは v1 を 90◦ 回転させたものが v2 となる向きと

する。なお，vが Lに属さないという仮定から v1,v2 ̸= 0である。

(4) 直線 Lを軸としてベクトル vを角 θ 回転させて得られるベクトルを Tθ(v)とお

く。ベクトル Tθ(v)を u, v, u · v, u× vを用いて表せ。

(5) ベクトル v に (4) で求めたベクトル Tθ(v)を対応させる写像は線型写像である

ことを確かめよ。

研究 13-2 研究 8-1 の行列 E, A, B, C をそれぞれ 1, i , j , k とおく。ある実数

a, b, c, dを用いて a1+ b i + c j + d k と表される行列を四元数と呼び，その全体をH

と表す。実数 t ∈ Rおよびベクトル v = (x, y, z)T ∈ R3に対して，ベクトル v を四

元数 x i + y j + z k と同一視することによって，t1+ v は四元数 t1+x i + y j + z k

を表すものと約束する。

(1) 四元数 q = a1+ b i + c j + d k に対して，実数 |q | =
√
a2 + b2 + c2 + d2 を q

の大きさと呼び，q = a1 − b i − c j − d k を q の共役と呼ぶ。q q = |q |2 = q q

を示せ。

(2) ベクトル u , v ∈ R3 に対して，四元数の積 u v はベクトルの内積 ⟨u , v ⟩およ
びベクトル積 u × v によって u v = −⟨u ,v ⟩1+ u × v と表されることを示せ。

(3) 単位ベクトル u ∈ R3 および角 θ ∈ Rに対して，q = cos(θ/2)1 + sin(θ/2)u

とおく。ベクトル v ∈ R3 を四元数とみなすとき，四元数の積 q v q を計算せよ。
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研究 13-3 (1) 2次正方行列 A, B に対して次の関係式が成り立つことを確かめよ。

det(AB) = (detA)(detB)

(2)（ユークリッド互除法の応用）2 種類のずらし変換 P1 =

[
1 1

0 1

]
および P2 =[

1 0

1 1

]
に対して 2次正則行列からなる集合

G = {P ν1
1 Pµ1

2 P ν2
1 Pµ2

2 · · ·P νn
1 Pµn

2 | n ≥ 0, νi, µi ∈ Z}

を考える。p, q ∈ Z とし，(p, q) の最大公約数を m ≥ 0 とする。このとき，ある

Q ∈ Gが存在して Q

[
p

q

]
=

[
m

0

]
となることを示せ。

(3) 上述の集合 Gに対して

G =

{[
a b

c d

]∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}
が成り立つことを示せ。
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第 14章

問題 14.1 異なる二つの行を入れ替える操作は，ある行に 0 でないスカラーを掛け

る操作と，ある行に他の行のスカラー倍を加える操作の繰り返しによって得られるこ

とを示せ。

問題 14.2 行列 A =

 101 111 231

103 113 233

105 115 235

について以下の問に答えよ。
(1) 行列 Aを行簡約化せよ。

(2) 問 (1)の結果を利用して，行列 Aが正則かどうか判定せよ。

問題 14.3 行列 A =

 a 1 1

1 a 1

1 1 a

について以下の問に答えよ。ただし，aは実数の定
数である。

(1) 行列 Aを行簡約化せよ。

(2) 問 (1)の結果を利用して，行列 Aが正則かどうか判定せよ。

問題 14.4 この問題では，行列X に対して，X の行標準形のピボットの個数を r(X)

と表すことにする。このとき，l×m行列 Aおよびm× n行列 B について，以下の

問に答えよ。ただし，必要なら r(X) = r(XT)を用いてよい。

(1) r(AB) ≤ r(A)を示せ。 (2) r(AB) ≤ r(B)を示せ。

問題 14.5 m×n行列 Aについて，次の二つの条件は互いに同値であることを示せ。

(a) Aの行標準形の第 2行以降の成分はすべて 0である。

(b)あるm× 1行列 C および 1× n行列 Rによって A = CRと表される。
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研究 14-1 転置行列がもとの行列と等しいような行列を対称行列と言う。対称行列

に次の操作を施すことを考える。

1) 第 k 行と第 l行を入れ替え，第 k 列と第 l列を入れ替える。

2) 第 k 行に λを掛け，第 k 列に λを掛ける (λ ̸= 0)。

3) 第 l行に第 k 行の λ倍を加え，第 l列に第 k 列の λ倍を加える。

これらの操作を対称行列 A に繰り返し施して行列 B が得られるとき，A は B と合

同であると言い，A ≡ B と表す。このとき，行列 B もまた対称行列である。なお，

A ≡ B ならば B ≡ Aである。

さて，n× n対称行列 Aについて，以下の問に答えよ。

(1) Aと合同な対角行列 D が存在することを示せ。

(2) Aと合同な対角行列 D について，その対角成分 d1, . . . , dn がすべて非負である

とき，任意の x ∈ Rn に対して xTAx ≥ 0であることを示せ。また，d1, . . . , dn

がすべて正であるとき，xTAx = 0ならば x = 0であることを示せ。
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