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改訂版への序文

『物理数学入門』が版されてから 24年がすぎた．『物理数学入門』がこのよ

うに長い間，多くの読者に利用していただけたのは幸いであった．読者の皆

様に感謝申し上げたい．しかしこの間，多くの読者から誤植の指摘をいただ

いたり，記述が簡潔あるいは舌足らずで読者に負担をかけすぎているとのご

意見をいただいた．またいくつかの誤りも発見された．

そこで，多くを加筆して解説をていねいにして読者の負担の軽減をはかる

とともに，誤りを正して改版することにした．

『物理数学入門』が出版された当時，物理数学は物理学を学ぶ道具としての

数学とみなされていたが，今日では数理物理学は物理学から発生した数学的

問題を題材として数学の発展をはかる数学の分野横断的な disciplineとして

確立している．『物理数学入門』もこのような数理物理学への解析学の方面

からの入門書を意図して書かれたものであった．そこで改版を契機に書名も

『数理物理入門』と改名することにした．この本が数理物理学を学ぶ学生諸君

のために少しでも役に立てれば幸いである．

『物理数学入門』にたいするさまざまなご意見をお寄せいただいた方々に感

謝する．また改版の申し入れを受け入れてくださった東京大学出版会，とく

にさまざまなご苦労・ご辛抱をおかけした編集部の丹内利香氏に感謝する．

2018年 11月

谷　島　賢　二　　
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ま え が き

本書は，著者が 1980 年代の数年間にわたって東京大学教養学部基礎科学

科第一の三年前期課程の学生にたいしておこなった「解析 II」の講義ノート

をもとに書かれた物理数学の入門書で，教養課程の解析，線形代数と関数論

の初歩を学んだ自然科学一般の学生のために，「解析続論」とも言うべき，常

微分方程式，変分法，Fourier 解析，超関数論，および偏微分方程式論の基

本事項を概観して，自然科学の理解のために必要な数学的素養を与えること

を目標としたものである．

物理数学は自然科学の理解のために必要な数学的な言葉や道具を提供する

と同時に，物理理論における数学的構造を研究し，理論の意味や妥当性，あ

るいはその限界を明らかにする学問でもある．科学における厳密な理論の構

成はその普遍性のためのみならず，それ自身の発展のためにも欠くことがで

きないもので，このために物理数学のはたす役割は大きい．本書は，著者の

意図としては，このような学問としての物理数学への入門書でもあることも

めざした．

現代物理数学の方法の特色の一つは，数学の問題を，関数のなす適当な集

合を設定して微分や積分をそれらの集合の間の写像とみなし，これらに伝統

的な解析学の手法を用いることによって解決する関数解析の方法である．た

とえば，量子力学の数学的基礎づけなどはこの方法によってはじめて可能と

なったものである．本書では，このような考え方を多く採り入れ，なるべく

現代的な物理数学の入門書となるように心掛けた．

次に，本書の内容について各章ごとに紹介しておこう．

第 1章は常微分方程式論である．方程式の解法に簡単にふれたのち，まず，

常微分方程式を一階化して，その物理的あるいは幾何学的意味について解説

する．次に，常微分方程式の基本定理，すなわち初期値問題の解の存在と一
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意性，パラメータあるいは初期値に関する連続依存性について述べ，最後に

線形方程式の一般論を説明した．「解析 II」に出席した学生諸君もそうであっ

たが，教養課程で常微分方程式を習得する機会が多いことを考えて，この章

の記述はなるべく簡潔なものとなるようにした．

第 2章では，物理学の多くの法則を定式化するために用いられる変分法に

ついて解説した．変分法は関数解析の方法によって扱うのが自然である．そ

こで，初めに関数解析の入門事項を解説し，これを古典的な汎関数の変分問

題に適用した．関数が極値関数となるための必要条件として Euler の方程式

を導き，その解が汎関数の極値であるための十分条件を求める．ついで，変

分法の直接法について述べ，これらを二次汎関数の対角化の問題，すなわち，

Strum-Liouville の固有値問題に応用する．これは，エルミート行列あるい

は対称行列の対角化問題の関数空間への一般化である．

第 3，4章は Fourier 解析である．解析学には一般の関数を簡単な関数で表

現し，複雑な関数の性質を簡単な関数の性質を用いて調べようという一般的

な手法がある．Fourier 解析では，f(x) を三角関数 einx を項とする Fourier

級数, あるいは eixξ の Fourier 積分として

f(x) =
∞∑

n=−∞
cne

inx, f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eixξ f̂(ξ)dξ

と表す．このとき，f(x) と Fourier 係数 {cn} あるいは Fourier 変換 f̂(ξ) が

一対一に対応するが，einx の性質 (d/dx)einx = ineinx によって，df/dx に

は {incn} あるいは iξf̂(ξ) が対応する．すなわち，微分は Fourier 級数ある

いは Fourier 変換によって対角化され，Fourier 解析は偏微分方程式にとって

重要な道具となる．第 3章では Fourier 級数について解説する．まず，どの

ような関数が Fourier 級数として表せるかの問題をとり扱ったあと，Fourier

級数を用いた偏微分方程式の解法について述べる．ここでは独立変数が二つ

で，考える領域が円あるいは長方形である場合にかぎり，Laplace-Poisson

方程式，熱方程式および波動方程式の解を Fourier 級数として表現し，その

性質を調べる．

第 4章では，Fourier 変換について解説する．Fourier 級数が有限区間の
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上の関数をとり扱うのに対して，Fourier 変換は全空間上の関数に対しても

有効である．一方，偏微分方程式を具体的に解くには，Fourier 変換を積分

可能でない関数に対して拡張しておくことが必要である．このため，この章

では超関数を導入してその Fourier 変換を定義する．その準備として，急減

少関数のなす空間と，その Fourier 変換についても述べる．超関数の理論に

よって，解析学の煩わしい定理の多くがすっきりと整理されることになろう．

Fourier 変換と超関数の偏微分方程式への応用については第 5章で学ぶ．

最後の第 5章は，古典数理物理学のハイライトである偏微分方程式の章で

あるが，スペースの関係で，ここでは線形で二階定数係数の場合に限定する．

初めに，方程式の型の分類，基本解の存在，Cauchy-Kowalevski の定理や

Holmgren の定理など，この場合の一般論について述べるが，偏微分方程式

の性質はその形に大きく依存する．以下の節ではおのおのの型の代表的な方

程式を各個にとり扱う．初めに楕円型方程式の代表である Laplace-Poisson

方程式をポテンシャル論を用いてとり扱い，正則性の保存のほか，最大値の

原理など，この方程式に特有な性質を解説する．次に，双曲型方程式の代表

として波動方程式をとり扱う．エネルギー不等式，解の表現定理などを述べ

たあとに，楕円型方程式ときわだって異なる解の不連続性の伝播問題を漸近

解の方法を用いて調べる．最後に，広義放物型方程式として Schrödinger方

程式について簡単に解説する．

なお，本文中には読者の理解を深めるためにいくつかの問があるが，これ

らは本文の一部と考えられるべきものである．簡単なものばかりであるから，

読者はこれらに解答を与えたのち先に進まれるようにされたい．これらの問

のほか，補充として節末にいくつかの練習問題を載せておいた．

本書の内容は，もちろん一学期一コマの講義としては多すぎる．事実，こ

れらは数年にわたって行われたものを寄せ集めたもので，さらに，時間の関

係で講義ではふれることができなかった事項も含んでいる．したがって，本

書を教科書として用いる際には，いくつかの章あるいは項目に力点をおき，

他の部分から必要な事項を補足しながら講義するのがよい．スペースの関係

で割愛せざるを得なかった特殊関数論など，個々の問題にとって重要なこと
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がらも適宜補足する必要がある．また，Lebesgue積分をいっさい用いない

という方針をとったため，中途半端となった箇所もいくつかある．これも学

生の学習状況をみて適宜補足されるとよいであろう．

本書はもともと，「解析 II」の教科書あるいは副読本を意図して，当時基礎

科学科に在籍しておられた著者の恩師黒田成俊教授との共著として， 1986

年頃企画されたものである．まもなく先生は学習院大学に転任され，著者一

人で執筆することとなったが，先生は本書の内容構成の大筋に賛成され，い

くつかの章の下書きに目を通して，多くの有益な注意を与えられた．本書が

いくらかでもまともなものとなっているとすれば，それは先生のこのような

お力添えの賜である．20 年以上にわたる学恩とあわせてここに改めて感謝申

し上げる．

大学院生の北直泰氏，小森晶氏はいくつかの章を通読し，多くの誤りを指

摘してくださった．また，東京大学出版会の小池美樹彦氏は著者の遅筆を辛

抱され，多くの励ましをくださった．これらの方々にも心から感謝する次第

である．

これらの方々のご協力にもかかわらず，著者の非力のため思わぬ誤りがあ

ることを恐れている．これはもちろん著者の責任である．読者の御叱正を賜

れば幸いである．

1994年 1月

谷　島　賢　二　　
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